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Planteamiento del problema

Inyectar agua en un yacimiento de hidrocar-
buros, la eficiencia disminuye si se produce
adedamiento viscoso.

▶ Puede ocurrir cuando un fluido despla-
za a otro de mayor viscosidad.

¿Puede evitarse el adedamiento?
Viscosificar el agua no es rentable

▶ Para modelar lo que ocurre, se conside-
ra una celda Hele-Shaw con dos flui-
dos inmiscibles.

¿Puede deducirse algún criterio de
estabilidad?

Bensimon, D., et al., Rev. Mod. Phys, 1986.

▶ b : separación entre las placas (profundidad
de la celda)

▶ W : separación entre las paredes laterales
(ancho de la celda)

▶ Condición: b ≪ W
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Planteamiento del problema

Inyectar agua en un yacimiento de hidrocar-
buros, la eficiencia disminuye si se produce
adedamiento viscoso.

▶ Puede ocurrir cuando un fluido despla-
za a otro de mayor viscosidad.

¿Puede evitarse el adedamiento?
Viscosificar el agua no es rentable

▶ Para modelar lo que ocurre, se conside-
ra una celda Hele-Shaw con dos flui-
dos inmiscibles.

¿Puede deducirse algún criterio de
estabilidad?

Adedamiento: un dedo (izq.) y ramificado (der.).
Bensimon, D., et al., Rev. Mod. Phys, 1986.
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Estado del arte

Criterios de estabilidad se han obtenido para
distintas geometŕıas de celda

▶ Profundidad constante
Bensimon, D., et al., Rev. Mod. Phys., 1986.
Parámetro adimensional con valor cŕıtico

León, D., Trabajo de titulación, UITEY, 2021.
Análisis dimensional
Sims. y experimentos para uno y dos dedos

Rabbani, H., et al., Proc. Natl. Acad. Sci., 2018.
Estabilidad en medios porosos

▶ Profundidad variable linealmente
Al-Housseiny, T., Phys. Fluids, 2013.
Considera áng. cto. y long. onda de perturb.
Casos de desplazamientos rectiĺıneo y radial

(desplaz. rectiĺıneo)
b → h(x) = αx+ h0 , |α| ≪ 1

U : rapidez lejos de interfase
ε : perturbación sinusoidal

µ: viscosidad
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Objetivos de la investigación

Objetivo general
Queremos deducir el criterio de estabilidad para una celda de profundidad

variable y ponerlo a prueba en simulaciones en CFD-COMSOL

Objetivos espećıficos

1. Identificación de las generalidades para
deducir criterios de estabilidad.

2. Propuesta y análisis de estabilidad
para celda de profundidad variable.

3. Verificación (simulación) de los
criterios obtenidos en la literatura.

4. Simulación del caso propuesto.
Enfoque teórico-computacional
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Metodoloǵıa

Método anaĺıtico

1. Análisis dimensional
¿De qué depende la estabilidad?

2. Verificaciones teóricas
Aspectos generales
Condiciones de borde
Consistencia entre los criterios

3. Análisis para celda de profundidad
cuadrática

4. Estudio de mapas de estabilidad
Interpretación de resultados

Simulaciones

1. CFD-COMSOL Multiphysics 6.0

2. Geometŕıas: cuasi-2D y 3D

3. F́ısica: flujo laminar bifásico

4. Materiales: agua (inyectado) y aceite
de motor (ocupante).

5. Interfases: inicialmente planas y
perturbadas
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Análisis dimensional

Para describir el flujo en la celda se
considera la aproximación de Darcy

v⃗j(x, y) = − b2

12µj
∇pj(x, y) , b ≪ W

▶ j: etiqueta los fluidos (j = 1, 2)

▶ v⃗ : velocidad de Darcy

▶ pj : presión en el fluido j

▶ µj : viscosidad del fluido j.

▶ τ : tensión superficial U : rapidez lejos de interfase
ε : perturbación sinusoidal
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Análisis dimensional

Sup. la estabilidad de la interfase depende de W , b, τ , µ y v.

Usamos el teorema Π de Buckingham

Y, por análisis dimensional

(
b

W

)β/γ ( τ

µv

)
= ctte

Del análisis no podemos determinar
β/γ

¿Qué se obtiene de un estudio más
riguroso?

La estabilidad está asociada a un
parámetro adimensional que depende de la

relación de aspecto y el inverso del
número capilar Ca

d0 ≡
π2

3

(
b

W

)2( τ

vµ

)
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Generalidades

Se usa la ecuación de Darcy y la
condición de incompresibilidad

∇ · (bv⃗) = 0

para obtener una ecuación diferencial
para la presión

3

h

(
∂h

∂x

)(
∂pj
∂x

)
+∇2pj = 0

donde la profundidad de la celda b se
expresa como una función h(x) y pj la

presión en el fluido j.

La presión se escribe como la suma de dos
términos asociados al caso no perturbado y

a la perturbación ϵk.

pj(x, y) = fj(x) + gjk(x)ϵk(y, t)

ϵk(y, t) = A exp(iky + σt)

Deben resolverse dos ec. diferenciales:
una para fj y otra para gjk

A: amplitud de la pert. (A ≪ 1)
k: número de onda de la pert.
σ: const. tiempo de la pert.
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Generalidades

Condiciones iniciales
U es la rapidez de la interfase no

perturbada y la perturbación no afecta a la
presión lejos de la interfase:

dfj
dx

∣∣∣∣
x=0

∝ −U , ĺım
|x|→∞

gjk = 0

Con pj se calcula el salto en la interfase

∆pε = p1(x = ε)− p2(x = ε)

Este resultado se compara con la ley de
Young-Laplace

∆pY L =
2τ cos θc

R
+ τκ

R: radio de curvatura, κ: curvatura
θc: áng. contacto

El criterio de estabilidad se deduce de

∆pε = ∆pY L , σ ≤ 0

σ: const. tiempo de la pert.
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Celda de profundidad constante

Se supondrá que µ = µ1 ≫ µ2

Al hacer ∆pε = ∆pY L obtenemos

Ȧ = A

(
12µU

b2
− kb2

)
b2

12µ
k

Requisito de estabilidad

σ ≡
(
12µU

b2
− kb2

)
b2

12µ
k ≤ 0

σ nos dice si la pert. crece o decrece
U está asociada a la estabilidad

Criterio de estabilidad

d0 ≡
π2

3

(
b

W

)2( τ

Uµ

)
>

(
λ

W

)2

,

λ = W/n es la longitud de onda de la
perturbación (n = 1, 2, 3, . . . ).

El ancho máximo de un dedo es W/2
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Celda de profundidad variable (lineal)

Modificaciones (desplaz. rectiĺıneo):

▶ b → h(x) = αx+ h0 , |α| ≪ 1

▶ ∇ · (hv⃗j) = 0 =⇒ ∇ · (h∇pj) = 0

▶ Young-Laplace:

∆pY L =
2τ cos θc

R
+ τκ

▶ Perturbación: superposición de
modos normales

Criterio de estabilidad

(1 +M)
σh0
U

=

(
1−M +

2α cos θc
Ca

)
h0k − (h0k)

3

Ca
< 0 , M ≡ µ2

µ1

15 / 30 Diego Orozco (diego.ignacio.orozco@gmail.com) Proyecto de pasant́ıa LA-CoNGA physics



Celda de profundidad variable (lineal)

Modificaciones (desplaz. rectiĺıneo):

▶ b → h(x) = αx+ h0 , |α| ≪ 1

▶ ∇ · (hv⃗j) = 0 =⇒ ∇ · (h∇pj) = 0

▶ Young-Laplace:

∆pY L =
2τ cos θc

R
+ τκ

▶ Perturbación: superposición de
modos normales

Criterio de estabilidad (para cualquier k):

Ca >
2α cos θc
M − 1

, M ≡ µ2

µ1
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Celda de profundidad variable (lineal)

Modificaciones (desplaz. rectiĺıneo):

▶ b → h(x) = αx+ h0 , |α| ≪ 1

▶ ∇ · (hv⃗j) = 0 =⇒ ∇ · (h∇pj) = 0

▶ Young-Laplace:

∆pY L =
2τ cos θc

R
+ τκ

▶ Perturbación: superposición de
modos normales

Celda de profundidad constante es un caso particular con α = 0 y M ≈ 0

1− h20k
2

Ca
=

σ

kU
< 0 =⇒ 1− d0n

2 < 0
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Celda de profundidad variable (cuadrática)

Caso de profundidad cuadrática
h(x) [mm] vs x [dm]

b → h(x) = αx2 + h0 , |α| ≪ 1

Para la presión, debemos resolver:

∂2fj
∂x2

+
6α

h0
x
∂fj
∂x

= 0

∂2gjk
∂x2

+
6α

h0
x
∂gjk
∂x

− k2gjk = 0

Las soluciones dependen de...

Una función error, una gaussiana y un polinomio de Hermite Hm
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Celda de profundidad variable (cuadrática)

fj(x) ∝ −erf

(√
3α

h0
x

)
+ ctte , gjk(x) = c1e

− 3α
h0

x2

H
−h0k

2

6α
−1

(√
3α

h0
x

)
Escribimos la presión

pj = −12µj

h20
U

[√
π

2

√
h0
3α

erf

(√
3α

h0
x

)]
+ c1e

− 3α
h0

x2

H
−h0k

2

6α
−1

(√
3α

h0
x

)
+ p0

Ahora śı podemos hacer expansión de Taylor para x pequeño.
Sin embargo, no es tan fácil...
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

Configuración de las simulaciones

▶ El aceite (µ1 = 0,3267 Pa.s) es
desplazado por la inyección de
agua (µ2 ≪ µ1).

▶ Vista del plano XY .

▶ La longitud es de 180 mm.

▶ El ancho W es de 35 mm.

▶ La profundidad b es de 2mm.
Shallow tickness approximation

Variamos la velocidad de inyección

Resultados simulados
Inestabilidad para interfases

inicialmente planas

U [m/s] d0 Inestabilidad

0.024 0.041 Dos dedos
0.012 0.082 Dos dedos
0.006 0.16 Dos dedos
0.003 0.33 Un dedo
0.0015 0.66 Un dedo
0.00066 1.5 Estable
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

Puntos simulados vs expectativas teóricas (número de dedos)

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
0.00

0.01
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W
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Mapa de estabilidad W vs U
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d0 =1ê9
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

El agua es inyectada y desplaza al aceite, d0 = 1,5 > 1, b = 2mm
Caso estable
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

El agua es inyectada y desplaza al aceite, d0 = 0,33 < 1, b = 2mm
Inestable - un dedo
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

El agua es inyectada y desplaza al aceite, d0 = 0,16 < 1, b = 2mm
Inestable - dos dedos
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

Introducimos una perturbación sinusoidal inicial (n = 1)
U = 0,012 m/s
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

Introducimos una perturbación sinusoidal inicial (n = 2)
U = 0,012 m/s
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

Introducimos una perturbación sinusoidal inicial (n = 2)
U = 0,012 m/s
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Geometŕıa cuasi-2D - Profundidad constante

Introducimos una perturbación sinusoidal inicial (n = 3)
U = 0,012 m/s

¿No se pueden inducir más dedos de los que apareceŕıan si inicialmente la interfase no
está perturbada?
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está perturbada?

26 / 30 Diego Orozco (diego.ignacio.orozco@gmail.com) Proyecto de pasant́ıa LA-CoNGA physics



Geometŕıa 3D - Profundidad constante

U = 0,012 m/s
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Geometŕıa 3D - Profundidad constante

U = 0,012 m/s
Introducimos una perturbación sinusoidal inicial (n = 2)
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Conclusiones

En lo teórico

1. El método es aplicable a
cualquier profundidad x−dep.

2. El método puede conducir a
complejas expresiones de pj .

3. Resultados para profundidades
const. y lin. son consistentes.

En lo computacional

1. Estabilidad consistente con la
predicción teórica.

2. Inconsistencia en la cantidad de
dedos para un mismo d0.

3. Hacer d0 → 0 promueve la
aparición de más dedos.

4. Pert. sinusoidales pueden
disminuir la cantidad de dedos.

5. Aumento en tiempo de
cómputo para d0 ≈ 1.
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Perspectivas

Perspectivas

▶ Aplicar el método anaĺıtico a celdas con b → h(x) = xα+h0 con α ∈ [0, 2].

▶ ¿Es posible aumentar la cantidad de dedos al introducir una perturbación?

▶ Simulaciones en 3D de las celdas con profundidades variables.

▶ Consideración de simulaciones con estructuras porosas.
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Análisis dimensional

Sup. la estabilidad de la interfase depende de W , b, τ , µ y v.

Por el teorema Π de Buckingham
Existen α, β, γ, δ y ϵ tales que

Wαbβτγµδvϵ = ctte

Por análisis dimensional

{Longitud,Tiempo,Masa} = {L, T,M}

LαLβ

(
M

T 2

)γ ( M

LT

)δ (L

T

)ϵ

= 1

(
b

w

)β/γ ( τ

µv

)
= ctte

¿Qué se obtiene de un estudio más
riguroso?

La estabilidad está asociada a un
parámetro adimensional que depende de la

relación de aspecto y el inverso del
número capilar Ca

d0 ≡
π2

3

(
b

W

)2( τ

vµ

)
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Celda de profundidad variable (cuadrática)

Caso de profundidad cuadrática
h(x) [mm] vs x [dm]

b → h(x) = αx2 + h0 , |α| ≪ 1

Para la presión, debemos resolver:

∂2fj
∂x2

+
6α

h0
x
∂fj
∂x

= 0

∂2gjk
∂x2

+
6α

h0
x
∂gjk
∂x

− k2gjk = 0

Las soluciones dependen de...

Una función error, una gaussiana, un polinomio de Hermite Hm y una función
hipergeométrica de Kummer 1F1
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Celda de profundidad variable (cuadrática)

Términos asociados al caso no
perturbado

fj(x) ∝ −erf

(√
3α

h0
x

)
+ ctte

- 30 - 20 - 10 0 10 20 30

- 1.0

- 0.5

0.0

0.5

1.0

x

- erf
3 x

10

Términos asociado al caso perturbado

gjk(x) = c1e
− 3α

h0
x2

H
−h0k

2

6α
−1

(√
3α

h0
x

)
+ c2e

− 3α
h0

x2

1F1

(
h0k

2

12α
+

1

2
;
1

2
;
3α

h0
x2

)
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Celda de profundidad variable (cuadrática)

gjk(x) = c1e
− 3α

h0
x2

H
−h0k

2

6α
−1

(√
3α

h0
x

)
+ c2e

− 3α
h0

x2

1F1

(
h0k

2

12α
+

1

2
;
1

2
;
3α

h0
x2

)

- 30 - 20 - 10 0 10 20 30

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

x

„
-

3 x
2

100 H-1.04167

3 x

10

- 30 - 20 - 10 0 10 20 30

0.98

1.00

1.02

1.04

1.06

1.08

1.10

x

„
-

3 x
2

100
1 F1 0.520833;

1

2

;
3 x2

100
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Celda de profundidad variable (cuadrática)

gjk(x) = c1e
− 3α

h0
x2

H
−h0k

2

6α
−1

(√
3α

h0
x

)
+ c2e

− 3α
h0

x2

1F1

(
h0k

2

12α
+

1

2
;
1

2
;
3α

h0
x2

)
▶ La función que acompaña a c2 diverge para |x| → ∞.

▶ La función que acompaña a c1 converge conforme el largo de la celda aumenta (|x| → L)

Escribimos la presión

pj = −12µj

h20
U

[√
π

2

√
h0
3α

erf

(√
3α

h0
x

)]
+ c1e

− 3α
h0

x2

H
−h0k

2

6α
−1

(√
3α

h0
x

)
+ p0

Ahora śı podemos hacer expansión de Taylor para x pequeño.
Sin embargo, no es tan fácil...
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Algunos resultados de las primeras simulaciones

Simulaciones con solamente agua

Simulaciones con “gotas” de aceite en agua y gravedad

t = 0 s t = 2 s
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