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Ley	
  de	
  Stephan-­‐Boltzman	
  

Penzias	
  &Wilson	
  
Pebbles	
  &	
  Dicke	
  
Gamow	
  
1965	
  

€ 

T ~ a−1

€ 

a−1 = z+1

€ 

T (BB) =∞
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€ 

ρ
r

= ρ
r,0
a
−4

ρ
m

= ρ
m,0
a
−3

€ 

1+ zeq =
ρm,0

ρr,0
=
Ωm,0

ρr ,0
=

0,3

5×10−5

Rotación	
  de	
  galaxias	
  
Dinámica	
  de	
  cúmulos	
  	
  
globulares	
  
Lentes	
  gravitacionales	
  

€ 

ρm,0

ρT ,0
≡Ωm,0 = 0,27



Qué	
  edad	
  tenía	
  el	
  universo	
  cuando	
  	
  	
   ?	
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€ 

Lhoriz (teq ) = c×10
5
años

€ 

Lhoriz (teq ) = 2cteq

De	
  qué	
  tamaño	
  era	
  el	
  universo	
  cuando	
  	
  	
   ?	
  

€ 

zeq = 6000

Einstein-­‐deSitter	
  

€ 

a(t) ~ t 2/3  ⇒ t
t0

= (z+1)3/2

€ 

Lhoriz (teq ) = caeq
dt
a(t)0

teq∫ Usando	
  el	
  modelo	
  de	
  radiación	
  

€ 

a ~ t1/2   a(t) = aeq
t1/2

teq
1/2
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Cuando	
  T	
  =	
  3000ºK	
  se	
  forman	
  átomos	
  de	
  H	
  
Como	
  T0	
  =	
  3ºK,	
  z	
  =	
  1000	
  	
  

Distancia	
  actual	
  de	
  la	
  superficie	
  LS	
  	
  

€ 

t
LS

t
0

= (z
LS

+1)
−3/2

€ 

t
LS

= 5×10
5
años

€ 

L
0
(z

LS
) = 2L

H0
(1−1/ 1000) = 2L

H0
(20 / 30)

Esa	
  distancia	
  hoy	
  es	
  

€ 

D
0
(t
LS
) = 3ct

0
(z

LS
+1)

−3/2
× (z

LS
+1)

Horizonte	
  en	
  ese	
  instante	
  (suponiendo	
  E-­‐d	
  S)	
  

€ 

L
horiz
(t
LS
) = 3ct

0
(z

LS
+1)

−3/2

La	
  superficie	
  de	
  “last	
  scattering”	
  

LSS	
  

€ 

z =∞

t = 0
€ 

z
LS

=1000

€ 

t
LS

= 5×10
5

€ 

t
0

=15×10
9

€ 

z = 0

€ 

T
0

= 3 ºK

€ 

T
LS

= 3000  ºK

€ 

T
BB

=∞



Tamaño	
  del	
  horizonte	
  sónico	
  y	
  la	
  
distancia	
  de	
  la	
  superficie	
  de	
  último	
  
scattering	
  depende	
  de	
  los	
  parámetros	
  
cosmológicos	
  como	
  la	
  densidad	
  total,	
  
la	
  densidad	
  de	
  bariones,	
  la	
  curvatura	
  
(energía),	
  densidad	
  de	
  la	
  materia…	
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  de	
  la	
  temperatura	
  de	
  la	
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Hay	
  algo	
  más	
  que	
  	
  
Masas	
  (materia)	
  y	
  	
  
radiación	
  (fotones)	
  

La	
  contribución	
  del	
  vacío	
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Un	
  universo	
  de	
  materia	
  	
  y	
  de	
  vacío	
  

Ecuación	
  de	
  estado	
  

€ 

pv = −ρv  ⇔ ˙ ρ v = 0

€ 

Ω
m

+Ω
r
+Ω

x
=1

€ 

0,27

€ 

10
−5

€ 

Ω
x

=Ω
v
≈ 0,73

Incompatible	
  con	
  
la	
  edad	
  el	
  sol	
  

€ 

H0
−1 =13,8×109años

€ 

a(t) ~ t 2/3   ⇒  t0
EdS =

2
3H0

€ 

t0
EdS = 9,2×109años

Un	
  universo	
  sólo	
  de	
  materia?	
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  La	
  energía	
  del	
  vacío	
  

€ 

ρm ~ R
−3

Ra
di
ac
ió
n	
  
do

m
in
a	
  

Materia	
  domina	
   Vacío	
  domina	
  

Cuándo se hicieron iguales las densidades de materia y energía del vacío? 
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  factor	
  de	
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Evolución	
  general	
  de	
  a(t)	
  
Ecuación	
  de	
  Friedman	
  

€ 

a <<1 →  

a >>1 →

Einstein-­‐de	
  Sitter	
  
	
  
De	
  Sitter	
  

€ 

H
0
t =
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Ω
m
a
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+Ω
v
a
20

a

∫

€ 

˙ a 
2

a
2

=
8πG

3
(ρ

m
+ρ

v
)

€ 
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2

a
2
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0

2
(Ω
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a
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v
)

€ 

˙ a 
2

a
2

=
8πG

3
(ρ

m
+ρ

v
)

€ 

ρ
m

= ρ
m,0
a
−3

ρ
v

= ρ
v

€ 

˙ a 
2

a
2

=
H

0

2

ρ
T

(ρ
m,0

a
−3

+ρ
v
)

€ 

dt =
1

H
0

da

Ω
m
a
−1

+Ω
v
a
2



€ 

H
0
t =

ada

Ω
m

+Ω
v
a
30

a

∫ =
1

Ω
m

ada

1+ (Ω
v
/Ω

m
)a

30

a

∫

haciendo 

€ 

x
2

= (Ω
v
/Ω

m
)a

3

€ 

3

2
H

0
Ω

v
 t =

dx

1+ x
2

= sinh
−1
x

0

x

∫
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€ 

t
0

H

q

z = z(t)

L(z)

LH

Lhoriz

V (z)
€ 

a(t) = Asinh
2/3
(t / t

v
)

€ 

A ≡ (Ω
m
/Ω

v
)
1/3

€ 

tv =
2

3H0 Ωv,0

tv =10,77×109años
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t 

a 

€ 

a(t) = Asinh2/3(t / tv )
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La	
  edad	
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€ 

a(t) = Asinh
2/3
(t / t

v
)

€ 

sinh(t0 / t
v
) = B        B ≡ A

−3/2
=

Ω
v

Ω
m

€ 

tanh(t0 / tv ) =
B

1+ B
2

€ 

t
0

= t
v
arctanh Ω

v

=1,49 

€ 

arctanhx =
1

2
ln(
1+ x

1− x
)

€ 

t
0

=
2

3H
0
Ω

v

×
1

2
ln
1+ Ω

v

1− Ω
v

 

 
  

 

 
  

€ 

t
0

=13,7×10
9
años

Sustituyendo	
  B 

€ 

tanh(t0 / tv ) = Ω
v

€ 

tv =10,77×109años

€ 

t0
tv

=1,27

€ 

1= Asinh
2/3
(t0 / tv )
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La	
  constante	
  de	
  Hubble	
  H	
  

€ 

a(t) = Asinh
2/3
(t / t

v
)

€ 

˙ a (t) =
2

3t
v

Asinh
2/3

(t / t
v
)

sinh(t / t
v
)

cosh(t / t
v
)

€ 

H (t) =
2

3t
v

coth(t / t
v
)

€ 

coth(x) =
e
x
+ e

−x

e
x
− e

−x

x→∞,    coth(x)→1

€ 

H (t)→ H
0
Ω

v

€ 

L
H
→

c

H
0
Ω

v

€ 

H (t)

€ 

t

t
0

€ 

H (t) = H0 Ω
v
coth(1,3t / t0 )

€ 

tv =
2

3H0 Ωv



APROXIMACIÓN	
  	
  AL	
  	
  UNIVERSO	
  	
  REAL	
  	
  	
  
El	
  corrimiento	
  al	
  rojo	
  

€ 

a(t) = Asinh
2/3
(t / t

v
)

€ 

a(t0 ) = Asinh
2/3
(t0 / tv )

€ 

a(t0 )

a
= z+1=

sinh
2/3
(t0 / tv )

sinh
2/3
(t / t

v
)

€ 

z = 0→ t = t
0

z =∞→ t = 0

€ 

z

€ 

t

€ 

t = t
v
arcsinh

sinh(t0 / tv )

(z+1)
3/2

 

 
 

 

 
 

€ 

tv =10,77×109años

€ 

t0
tv

=1,27

€ 

t =10,7arcsinh
2

(z+1)
3/2

 

 
 

 

 
 



q 

€ 

t
t0

€ 

tD
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Parámetro	
  de	
  desaceleración	
  

€ 

a(t) = Asinh2/3(t / tv )

€ 

H (t) =
2
3tv
coth(t / tv )

€ 

˙ ̇ a (t) =
2

3tv

Asinh2/3(t / tv ) 1− coth2(t / tv )
3

# 

$ 
% 

& 

' 
( 

€ 

q ≡ −
˙ ̇ a 

aH 2

€ 

q(t) =
1
2
[1− 3tanh2(t / tv )

€ 

q(t) = 0

€ 

tD = tv arctanh(1/ 3)
tD = 7×109años

€ 

zD =
2Ωv

1−Ωv

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

1/3

−1

zD = 0,75

Ver problemas 
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Parámetro	
  de	
  desaceleración	
  hoy	
  

€ 

q0 =
1
2
[1− 3tanh2(1,27)]

€ 

q(t) =
1
2
[1− 3tanh2(t / tv )]

€ 

q0 = −0,59
q 

€ 

t
t0

€ 

tD
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Evidencias	
  de	
  la	
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  Supernovas	
  

€ 

q0 = −0,61
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€ 

q0 = −0,61
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Las	
  proporciones	
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€ 

H
2

=
4

9t
v

2
tanh

−2
(t / t

v
)

€ 

t
v

2
=

4

9H
0

2
Ω

v

€ 

ρ
T

=
3H0

2

8πG
Ω

v
tanh

−2
(t / t

v
)

€ 

ρ
T

= ρ
v
tanh

−2
(t / t

v
)

€ 

Ω
v

=
ρ
v

ρ
T

€ 

Ω
v
(t) = tanh

2
(t / t

v
)

Friedman:  

€ 

ρ
T

=
3H

2

8πG

El parámetro densidad del vacío 

€ 

Ω
v

= tanh
2
(1,3t / t0 )

€ 

Ω
v

€ 

t

t
0



APROXIMACIÓN	
  	
  AL	
  	
  UNIVERSO	
  	
  REAL	
  	
  	
  
Las	
  proporciones	
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Densidad de materia 

€ 

ρm = ρm,0a
−3 pero 

€ 

a3 =
Ωm,0

Ωv,0

# 

$ 
% 

& 

' 
( sinh2(t / tv )

€ 

ρm

ρv

€ 

t
t0

€ 

ρm (t) = ρv sinh
−2 (t / tv )
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Proporción	
  de	
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Parámetro densidad de materia 

€ 

ρ
m
(t) = ρ

v
sinh

−2
(t / t

v
)

€ 

ρ
T

= ρ
v
tanh

−2
(t / t

v
)

€ 

t

t
0

€ 

Ω
m

€ 

Ωm (t0 ) = cosh−2 (1,27) = 0,27
€ 

Ω
m
(t) = cosh

−2
(t / t

v
)





€ 

a(t) = Asinh
2/3
(t / t

v
)

€ 

Ω
m
(t) = cosh

−2
(t / t

v
)

€ 

Ω
v
(t) = tanh

2
(t / t

v
)

€ 

q(t) =
1

2
[1− 3tanh

2
(t / tv )]

€ 

H (t) =
2

3t
v

coth(t / t
v
)

€ 

sinh x→
e
x

2
  a(t) ≈ Bexp( Ω

v,0H0t)

€ 

coth x→1    H (t) ≈ Ω
v,0H0

€ 

cosh
−2
x→ 0    Ω

m
≈ 0

€ 

tanh x→1     Ω
v
≈ 1

€ 

tanh x→1      q(t) ≈ −1

€ 

˙ N H = 3NH H (t)q(t)

€ 

˙ N 
H

= −3N
H

Ω
v,0

H
0
⇒  N

H
(t) = N

1
e
− Ω

v ,0 H0t

€ 

t >> t
v
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El	
  futuro	
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LAS	
  FUNCIONES	
  HIPERBÓLICAS	
  


